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摘要

本文通过探究 Γ 函数的定义与性质, 说明了其作为阶乘函数在实数域上延拓

的合理性. 首先介绍 Γ 函数的定义及两种等价形式, 包括 Weierstrass 的定义及基

于广义积分的形式. 接着推导了 Γ 函数的性质：非负性, 递推性质, log Γ(x) 的凸

性和可导性. 然后推导了 Γ 函数的余元公式和倍元公式, 给出了计算其非整点的

值的方案. 最后, 通过证明 Γ 函数在特定条件下的唯一性, 进一步确立了其作为阶

乘函数延拓的合理性.
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1 问题陈述

我们知道 Γ 函数有定义

1

Γ(x)
= x

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)(
1 +

1

n

)−x

, ∀x /∈ Z≤0. (1)

该定义很好地体现了其为阶乘函数在 R的延拓,即 Γ(x)在定义域上连续, 且满足

Γ(x) = (x− 1)!, x ∈ Z>0.

在此, 我们将进一步探究该函数的性质, 说明其为阶乘函数延拓的合理性, 并证明

其的等价形式以解决原本定义难以解决的问题.

2 内容分析

2.1 等价形式证明

我们已经知道了由 Euler 提出的 Γ 函数的定义, 即式 (1). 实际上, 该函数有以下

等价形式.

2.1.1 Weierstrass 提出的定义

定义 2.1. 定义 Γ 函数

1

Γ(x)
= xeγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n , ∀x /∈ Z≤0. (2)

其中 γ 为欧拉常数.

证明. 有欧拉常数定义

γ = lim
n→∞

(
n∑

i=1

1

i
− log n

)
.

于是有

log n =
n∑

i=1

1

i
− γ + o(1), n → ∞.
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带入 (1) 有

1

Γ(x)
= x

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)(
1 +

1

n

)−x

= x lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

x

k

)(k + 1

k

)−x

= x lim
n→∞

(n+ 1)−x

n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
= x lim

n→∞

(
1 +

1

n

)−x

n−x

n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
= x lim

n→∞
exp(−x log n)

n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
= x lim

n→∞
exp

(
−

n∑
i=1

x

i
+ γx+ o(1)

)
n∏

k=1

(
1 +

x

k

)
= x lim

n→∞
eo(1)eγx

(
n∏

k=1

e−
x
k

)(
n∏

k=1

(
1 +

x

k

))

= x lim
n→∞

eγx
n∏

k=1

(
1 +

x

k

)
e−

x
k

= xeγx
∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n .

2.1.2 基于广义积分的形式

命题 2.2. Γ 函数满足

Γ(s) =

∫ +∞

0

e−xxs−1 dx, ∀s > 0. (3)

证明见 [1, 308 页].

需要注意该等价形式不能作为 Γ 函数的定义. 该形式的定义域为 R>0, 与 Γ 函数

的定义域 R \ Z≤0 不同.

2.2 性质探究

通过 Γ(x) 的定义, 我们可推出以下性质.

2.2.1 非负性

命题 2.3. 对任意的 x ∈ R>0, 均有 Γ(x) > 0. 且 Γ(1) = 1.
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证明. Γ(x) > 0 可由 (1) 直接得出. 且有

1

Γ(1)
=

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

n

)−1

= 1.

故 Γ(1) = 1.

利用该性质和以下提到的递推性质, 我们不难推出对任意的 x ∈ Z>0, 有

Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1)

= (x− 1)(x− 2)Γ(x− 2)

= (x− 1)(x− 2) · · · 1 · Γ(1)

= (x− 1)!.

即说明了 Γ(x) 在 Z>0 的限制为 (x− 1)!.

2.2.2 递推性质

命题 2.4. 对任意的 x /∈ Z≤0, 均有 Γ(x+ 1) = xΓ(x).

证明. 令

Π(x) = xΓ(x) =
∞∏
k=1

(
1 +

x

k

)−1
(
1 +

1

k

)x

.

即证 Π(x+ 1) = (x+ 1)Π(x). 有

Π(x+ 1) =
∞∏
k=1

(
1 +

x+ 1

k

)−1(
1 +

1

k

)x+1

=
∞∏
k=1

(
1 +

x

k

)−1
(
1 +

1

k

)x(
k + 1

k
· x+ k

x+ k + 1

)
= Π(x) lim

n→∞

n∏
k=1

k + 1

k
· x+ k

x+ k + 1

= Π(x) lim
n→∞

(n+ 1)(x+ 1)

x+ n+ 1

= Π(x) lim
n→∞

(n+ 1)(x+ 1)− n(x+ 1)

(x+ n+ 1)− (x+ n)

= (x+ 1)Π(x).

该性质与阶乘函数性质 (x + 1)! = (x + 1)x! 对应, 且在更大的定义域 R \ Z≥0 成

立, 进一步说明了其为阶乘函数的延拓的合理性.
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2.2.3 凸函数性质

命题 2.5. log Γ(x) 是 (0,+∞) 上的凸函数.

证明. 由 (2) 得

log Γ(x) = −

(
log x+ γx+

∞∑
n=1

(
log
(
1 +

x

n

)
− x

n

))

=
∞∑
n=1

(x
n
− log

(
1 +

x

n

))
− log x− γx.

设 x ∈ [a, b] ⊆ (0,+∞), 有 x
n
− log

(
1 + x

n

)
> 0, 且

∞∑
n=1

(x
n
− log

(
1 +

x

n

))
<

∞∑
n=1

(
b

n
− log

(
1 +

b

n

))
=

∞∑
n=1

(
b

n
− b

n
+

b2

2n2
+ o

(
1

n2

))
=

b2

2

∞∑
n=1

1

n2
+

∞∑
n=1

o

(
1

n2

)
= O(1).

故该函数项级数内闭一致收敛. 求导得

(log Γ(x))′ =
∞∑
n=1

(
1

n
−

1
n

1 + x
n

)
− 1

x
− γ =

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

x+ n

)
− 1

x
− γ.

设 x ∈ [a, b] ⊆ (0,+∞), 有 1
n
− 1

x+n
> 0, 且

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

x+ n

)
≤

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ [b] + 1

)
=

[b]+1∑
k=1

1

k
= O(1).

故该函数项级数内闭一致收敛. 再次求导得

(log Γ(x))′′ =
∞∑
n=1

1

(x+ n)2
+

1

x2
> 0. (4)

故 log Γ(x) 是 (0,+∞) 上的凸函数.

2.2.4 可导性

命题 2.6. Γ(x) 在 (0,+∞) 任意阶可导.

证明. 由 (4) 得 (log Γ(x))′′ 为幂级数和初等函数的和, 则 (log Γ(x))′′ 在 (0,+∞) 任意

阶可导, 即 log Γ(x) 在 (0,+∞) 任意阶可导.

则 Γ(x) = exp (log Γ(x)) 在 (0,+∞) 任意阶可导.
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2.2.5 余元公式

定理 2.7. 设 x /∈ Z, 有
Γ(x)Γ(1− x) =

π

sinπx
.

证明. 由 [2, 习题 18.3 第 9 题] 知, 对任意的 x ∈ R 均有

sin πx = πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

于是原命题即为
1

Γ(x)Γ(1− x)
= x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

由 (1) 得

1

Γ(x)Γ(1− x)
= x

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)(
1 +

1

n

)−x

· (1− x)
∞∏
n=1

(
1 +

1− x

n

)(
1 +

1

n

)x−1

= x(1− x)
∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)(
1 +

1− x

n

)(
1 +

1

n

)−1

= x(1− x) lim
n→∞

n∏
k=1

k + x

k
· k + 1− x

k
· k

k + 1

= x lim
n→∞

1− x

1

n∏
k=1

k + x

k
· k + 1− x

k + 1

= x lim
n→∞

n+ 1− x

n

n∏
k=1

k + x

k
· k − x

k

= x lim
n→∞

n+ 1− x

n
· lim
n→∞

n∏
k=1

k2 − x2

k2

= x lim
n→∞

n∏
k=1

(
1− x2

k2

)
= x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

利用此公式我们可以计算 Γ
(
1
2

)
的值. 带入 x = 1

2
有

Γ

(
1

2

)
Γ

(
1− 1

2

)
=

π

sin π
2

.

即

Γ

(
1

2

)2

= π.

由 Γ(x) 的非负性得 Γ
(
1
2

)
=

√
π. 利用递推性质可求出更多非整点的值.
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2.2.6 倍元公式

定理 2.8. 设 x /∈ Z≤0, 有

Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
=

√
π

22x−1
· Γ(2x).

证明. 有 Γ
(
1
2

)
=

√
π, 则原式即为

Γ
(
1
2

)
Γ(x)Γ

(
x+ 1

2

) =
22x−1

Γ(2x)
.

由 (2) 得

Γ
(
1
2

)
Γ(x)Γ

(
x+ 1

2

) =
xeγx

∏∞
n=1

(
1 + x

n

)
e−

x
n ·
(
x+ 1

2

)
eγ(x+

1
2)
∏∞

n=1

(
1 +

x+ 1
2

n

)
e−

x+1
2

n

1
2
e

γ
2

∏∞
n=1

(
1 + 1

2n

)
e−

1
2n

= x(2x+ 1)e2γx
∞∏
n=1

(
1 + x

n

)
e−

x
n

(
1 + 2x+1

2n

)
e−

2x+1
2n(

1 + 1
2n

)
e−

1
2n

= x(2x+ 1)e2γx
∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)[(
1 +

2x+ 1

2n

)
· 2n

2n+ 1

]
e−

2x
n

= x(2x+ 1)e2γx
∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)(
1 +

2x

2n+ 1

)
e−

2x
n

= x(2x+ 1)e2γx
∞∏
n=1

(
1 +

2x

2n

)
e−

2x
2n

(
1 +

2x

2n+ 1

)
e−

2x
2n+1 · e−2x( 1

2n
− 1

2n+1)

= x(2x+ 1)

[
e2γx

∞∏
n=2

(
1 +

2x

n

)
e−

2x
n

]
∞∏
n=1

e−2x( 1
2n

− 1
2n+1)

=
e2x

2

[
2xe2γx

∞∏
n=1

(
1 +

2x

n

)
e−

2x
n

]
∞∏
n=1

e−2x( 1
2n

− 1
2n+1)

=
e2x

2Γ(2x)

∞∏
n=1

e−2x( 1
2n

− 1
2n+1)

=
e2x

2Γ(2x)
exp

[
−2x

∞∑
n=1

(
1

2n
− 1

2n+ 1

)]
.

又有
∞∑
n=1

(
1

2n
− 1

2n+ 1

)
= 1−

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− log 2

故
Γ
(
1
2

)
Γ(x)Γ

(
x+ 1

2

) =
e2x

2Γ(2x)
e−2x(1−log 2) =

22x−1

Γ(2x)
.
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2.3 唯一性证明

我们可以证明以下事实.

定理 2.9. 对于 f : R>0, 若其满足:

1. 对任意的 x > 0, 均有 f(x) > 0. 且 f(1) = 1;

2. f(x+ 1) = xf(x);

3. log f(x) 是凸函数.

则 f(x) 唯一且为 Γ(x).

证明. 不难验证 Γ(x) 满足上述条件. 故只需证若有函数 f(x) 满足上述条件, 则有

f(x) = Γ(x).

由条件 2 得, 对任意的 n ∈ Z>0, 有

g(n+ 1) = log f(n+ 1)

= log(nf(n))

= log(n · (n− 1) · f(n− 1))

= · · · = log(n(n− 1) · · · 1 · f(1))

= log(n!).

且有 g(1) = log f(1) = log 1 = log(0!) 满足上述等式. 则对 x ∈ (0, 1), 有

g(x+ n+ 1) = log f(x+ n+ 1)

= log((x+ n)f(x+ n))

= · · · = log((x+ n)(x+ n− 1) · · ·xf(x))

= log f(x) + log(x(x+ 1) · · · (x+ n))

= g(x) + log(x(x+ 1) · · · (x+ n)).
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又有 n < n+ 1 < n+ x+ 1 < n+ 2, 则由条件 3 得

g(n+ 1)− g(n)

n+ 1− n
≤ g(n+ x+ 1)− g(n+ 1)

n+ x+ 1− (n+ 1)
≤ g(n+ 2)− g(n+ 1)

n+ 2− (n+ 1)

⇐⇒ log(n!)− log((n− 1)!) ≤ g(n+ x+ 1)− log(n!)

x
≤ log((n+ 1)!)− log(n!)

⇐⇒ log n ≤ g(n+ x+ 1)− log(n!)

x
≤ log(n+ 1)

⇐⇒ x log n ≤ g(n+ x+ 1)− log(n!) ≤ x log(n+ 1)

⇐⇒ x log n+ log(n!) ≤ g(n+ x+ 1) ≤ x log(n+ 1) + log(n!)

⇐⇒ log(nxn!) ≤ g(x) + log(x(x+ 1) · · · (x+ n)) ≤ log((n+ 1)xn!)

⇐⇒ log
nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
≤ g(x) ≤ log

(n+ 1)xn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

对于右式, 有

log
(n+ 1)xn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
= log

[
nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
·
(
n+ 1

n

)x]
= log

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
+ x log

(
1 +

1

n

)
.

有 limn→∞ x log(1 + 1
n
) = 0. 故若 limn→∞ log nxn!

x(x+1)···(x+n)
存在, 由极限保序性知

g(x) = lim
n→∞

log
nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

则对于 x ∈ (0, 1), 有

f(x) = eg(x) = lim
n→∞

exp

(
log

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

)
= lim

n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

又由 (1) 得

Γ(x) =
1

x

∞∏
k=1

(
1 +

x

k

)−1
(
1 +

1

k

)x

=
1

x
lim
n→∞

n∏
k=1

k

x+ k

(
k + 1

k

)x

=
1

x
lim
n→∞

(n+ 1)xn!

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

= lim
n→∞

(n+ 1)xn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

= lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
·
(
n+ 1

n

)x

= lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

故当 x ∈ (0, 1) 时有 f(x) = Γ(x). 又有 f(1) = Γ(1) = 1, 故当 x ∈ (0, 1] 时有

f(x) = Γ(x). 则由条件 2 得, 对任意的 x ∈ R>0, 均有 f(x) = Γ(x).
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此定理进一步说明了 Γ(x) 作为阶乘函数在实数集的延拓的合理性, 且通过唯一

性说明了其为延拓的 “唯一选项”.

3 总结

综上, 我们得到了 Γ 函数的一些性质, 并论证了其唯一性. 在此, 我们看到了 Γ 作

为阶乘函数在实数集延拓的合理性. 通过 Γ 函数及其等价形式, 我们可以解决更多广

义积分和函数项级数的问题, 使问题解答更简洁直观. 通过函数性质, 余元公式和倍元

公式, 我们可计算 Γ函数在非整点的值. 同时, Γ函数本身的性质也说明了其为形态优

秀的函数, 可作为例子和有力工具供后续学习使用.
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